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RESUMEN 
 
 
Las ruedas dentadas son elementos mecánicos ampliamente utilizados en la 
industria para trasmitir par. Un reductor de velocidades consta de múltiples rueda 
dentadas en múltiples ejes lo cuales pueden ser diseñados para aumentar el par, 
con lo cual se disminuye la velocidad de salida o viceversa; generalmente este se 
encuentra alojados en una caja, que contiene los engranajes, ejes, rodamientos y 
algún tipo de lubricación.  
 
 
Este trabajo de grado se basa en el desarrollo de un modelo matemático para un 
reductor de velocidades de dos etapas en condiciones de operación de reductor 
sin falla y con falla, con el objetivo de identificar características que sirvan para  el 
estudio de las vibraciones mecánicas que este genera buscando dar herramientas 
para la predicción correcta de la condición del equipo.  
 
 
El modelo se desarrolla para dientes de perfil de evolvente por ser los más usados 
en la industria dadas las ventajas que este presenta con respecto a los otros tipos 
de perfiles, las coordenadas del perfil de diente de evolvente se calculan con las 
ecuaciones desarrolladas por Wang las cuales permiten generar el perfil de 
evolvente y el filete del diente. Definidas las coordenadas del perfil se procede a 
calcular la rigidez de engrane de un par de dientes en contacto, la cual se halla  a 
partir de la deformación por flexión, deformación de la base del diente, y 
deformación por contacto para el primer y segundo escalón. Con el modelo se 
realiza la simulación para el reductor sin falla y con falla, con un algoritmo de 
integración numérica el cual en su región de estabilidad incluye los autovalores del 
modelo, que permite hallar respuesta dinámica del mismo en el dominio del 
tiempo, sobre la cual se realiza una transformación a frecuencia, espacio sobre el 
que se estudia el comportamiento del modelo por medio de las figuras obtenidas. 
 
 
Por último se presentan las conclusiones, aportes, y recomendaciones, obtenidas 
del desarrollo del trabajo de grado, comprobando que los resultados de la 
simulación del modelo se correlacionaron bien con los datos experimentales y la 
literatura. 
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1. INTRODUCCIÓN 
 
 
1.1  JUSTIFICACIÓN 
En la actualidad, la comunidad científica trabaja en el diseño de equipos para 
identificación en línea de fallas en máquinas con ruedas dentadas. En su 
desarrollo se entrenan algoritmos de reconocimiento automático, basados en las 
características discriminantes de las señales, que permitan el reconocimiento de 
las fallas con las cuales han sido entrenados. Dado que algunas de las señales 
son no estacionarias, se hace necesario extraer las características con técnicas de 
análisis tiempo-frecuencia. Sin embargo, actualmente estas técnicas también son 
un campo de estudio. 
 
 
Hoy en día, se requiere de una mayor eficiencia de los procesos mecánicos 
involucrados en la producción industrial; es decir, mayor fiabilidad y mayores 
velocidades de funcionamiento. Por esto, es necesario reducir las vibraciones en 
las máquinas, las cuales están asociadas con aumentos de los esfuerzos y 
pérdidas de energía. Los modelos matemáticos de los engranajes son esenciales 
para realizar estudios de reducción de las vibraciones en los automóviles, 
helicópteros, máquinas y otros sistemas de transmisión de energía, porque 
permiten implementar sistemas de detección de los parámetros mecánicos más 
representativos del sistema que sirven para detectar posibles fallos con 
anticipación y proveer una solución sin consecuencias graves para la máquina. 
Así, un modelo matemático se puede utilizar para reducir la necesidad de realizar 
experimentos costosos en el estudio de sistemas similares; también se utiliza 
como herramienta eficiente de diseño para llegar a un diseño óptimo del sistema 
de una manera rentable. El desarrollo del trabajo propuesto, parte de la necesidad 
de exponer un modelo matemático de ruedas dentadas con fallas, con el fin de 
contribuir a las técnicas actuales de diagnóstico de vibraciones en ruedas 
dentadas 
 
 
Este proyecto permitirá a los estudiantes y docentes de la Universidad 
Tecnológica de Pereira, crear grupos de estudio e investigación en procesamiento 
digital de señales de vibración, con el objetivo de desarrollar nuevas técnicas de 
caracterización. Adicionalmente, se contará con una base de datos de ruedas 
dentadas, tanto en buenas condiciones mecánicas como bajo las fallas más 
comunes que éstas presentan, permitiendo estudiar las técnicas propuestas por la 
comunidad científica. Para la implementación de las técnicas de análisis se hace 
necesaria la construcción de la base de datos, ya que no se tiene acceso a los 
equipos de la industria lo que dificulta el estudio de técnicas de análisis tiempo-
frecuencia que permitan la extracción de características discriminantes, que sirvan 
tanto en el entrenamiento de algoritmos de reconocimiento automático como al 
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ingeniero de mantenimiento, para diagnosticar en forma más confiable la condición 
mecánica de un juego de ruedas dentadas. 
 
 
1.2  PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 
Actualmente, el criterio de globalización de los mercados, hace necesario para el 
sector productivo tener claro qué empresas de distintas partes del mundo pueden 
estar compitiendo por posicionar el mismo producto en el mercado; esto hace que 
la productividad sea un factor clave en el momento de evaluar la competitividad 
[1], lo que obliga a reducir las paradas no programadas de los equipos. Como se 
sabe, las técnicas de mantenimiento correctivo (CM) se asocian con tiempos de 
paradas prolongadas e impredecibles, disminuyendo la disponibilidad, aumentado 
los retrasos, como también los requisitos de inventarios de repuestos e 
incrementando las pérdidas de producción [2]. Otras técnicas de mantenimiento 
son las de mantenimiento predictivo, en las que se realizan análisis de sonido, 
aceite, termografía, vibraciones siendo usadas en el análisis de ruedas dentadas 
por ser éstas los componentes más importantes de las máquinas, principalmente 
porque su falla puede causar grandes pérdidas de producción. 
 
 
Para un diagnóstico del estado mecánico de las máquinas industriales, por medio 
de análisis de vibraciones con un equipo comercial, es necesario que el usuario 
tenga algún grado de conocimiento en las vibraciones producidas por los 
elementos mecánicos más comunes como son engranajes, rodamientos, poleas, 
rotores, etc.; el conocimiento por parte del usuario debe ser en condiciones de 
buen funcionamiento y también con fallas, de manera que proporcione una 
valoración acertada de la falla con el análisis de los datos que entrega el equipo. 
Por otro lado el diagnóstico de la falla con el uso de equipos de análisis de 
vibraciones se realiza en el dominio de la frecuencia, el cual se obtiene de la 
transformación de la señal en el tiempo por la aplicación de la transformada rápida 
de Fourier, que solo es aplicable a señales estacionarias ya que esta no revela 
información de la dinámica interna de las máquinas con ruedas dentadas por las 
señales de vibración tomadas con los acelerómetros. Además los estudios 
realizados para el reconocimiento de los diferentes tipos de fallas que pueden 
tener las ruedas dentadas se realizan estadísticamente o de forma experimental 
[3,4,5,6]. 
 
 
Con el fin de dar una explicación teórica de la falla se desarrollan modelos 
dinámicos, de los cuales existen gran cantidad de publicaciones, pero en su 
mayoría los análisis se basan en el modelo dinámico de estado normal, o en un 
método de análisis aproximado dejando de lado los modelos dinámicos con falla, 
con lo cual se hace difícil el diagnóstico acertado de la falla ya que este exige al 
operario el conocimiento de las vibraciones producidas según el tipo de falla que 
este adquiere por experiencia o de reportes pasados, requiriéndose datos 
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experimentales con el tipo de falla que se desea identificar al no poseer un modelo 
que la describa [7]. 
 
 
Dada la complejidad de los sistemas mecánicos modernos los cuales están 
compuestos de una gran cantidad de partes y componentes, es complejo detallar y 
detectar el componente de fallo en dichos sistemas por el gran número de 
ecuaciones en el modelo dinámico que pueden resultar, de acuerdo con esto al 
tratar de obtener resultados, se disminuyen las condiciones reales del modelo, 
siendo necesario dentro de un sistema mecánico seleccionar un solo y único 
subsistema para la creación del modelo mecánico. 
 
 
Por lo anterior la pregunta de investigación a desarrollar ¿Es posible con un 
modelo matemático de ruedas dentadas con fallas identificar características que 
permitan valorar la condición mecánica del sistema? 
 
 
1.3  OBJETIVO GENERAL 
Desarrollar una metodología para identificar y validar experimentalmente un 
modelo matemático que pueda ser aplicado en el estudio de vibraciones 
mecánicas para fallas en ruedas dentadas. 
 
 
1.3.1  OBJETIVOS ESPECÍFICOS 
 
• Obtener el modelo matemático para un diente con falla. 
 
• Comparar la simulación del modelo matemático con los datos 
experimentales. 
 
• Generar una base de datos para ruedas dentadas compuesta de fallas en 
los dientes y desalineación. 
 
• Identificar patrones discriminantes de las fallas por medio de procesamiento 
digital de señales. 
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2. ANTECEDENTES BIBLIOGRÁFICOS 
 
 
Los engranajes y reductores de velocidad son elementos comunes en muchas 
máquinas rotativas, su ventaja con respecto a otros sistemas que cumplen el 
mismo propósito es que transmiten potencia con una pequeña pérdida de energía; 
por otro lado estos resultan ser uno de los elementos más críticos de las máquinas 
rotativas al requerir mayores tiempo de mantenimiento con respecto a sus 
homólogos. El hecho que exista un aumento en la demanda de los productos, ha 
hecho que las máquinas se diseñen y construyan para que funcionen a 
velocidades altas de forma confiable, de aquí los modelos matemáticos y análisis 
dinámico de los engranajes han ganado importancia. La descripción matemática 
de los sistemas mecánicos es una tarea compleja que ha evolucionado durante 
épocas [8]. Los objetivos fundamentales en el estudio del modelado de engranajes 
se pueden resumir en las siguientes categorías [9]: 
 
 
• Análisis de esfuerzos, como los esfuerzos de flexión y esfuerzos de 
contacto. 
• Reducción de la superficie de picaduras. 
• Eficiencia en la transmisión. 
• Ruido irradiado. 
• Cargas sobre otros elementos de maquinaría del sistema, especialmente en 
los rodamientos. 
• Frecuencias naturales del sistema. 
• Movimiento de vibración del sistema. 
• Confiabilidad y resistencia a la fatiga. 
 
 
Los modelos propuestos por varios investigadores presentan variaciones 
considerables, no sólo en los efectos incluidos, sino también en las bases de las 
hipótesis para su desarrollo. Aunque es muy difícil formar grupos de los modelos 
matemáticos desarrollados en la dinámica de los engranajes, Özgüven y Houser 
[10] publicaron en 1988 uno de los informes más notables en el campo de la 
clasificación de los modelos matemáticos para la dinámica de engranajes y siendo 
publicado en 1988 se sigue considerando como el punto de partida para cualquier 
investigación sobre la dinámica de los engranajes. En cuanto a los numerosos 
modelos de engranajes desarrollados en las tres décadas antes de ser publicado, 
el documento divide los modelos en 5 categorías que se indican a continuación, 
aunque algunos de los modelos pueden ser ubicados en varias de las categorías 
[10] 
 
 
Modelos de factor dinámico simple: Estos estudios incluyen métodos empíricos, 
métodos semi-empíricos y modelos dinámicos construidos para determinar el 
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factor dinámico del engranaje con el cual se pueden calcular los esfuerzos en la 
raíz del engranaje. 
 
 
Modelos con diente flexible: En estos estudios se asume que el diente es 
flexible y la rigidez (Ke) de éste es tomada como el único elemento de 
almacenamiento de energía potencial del sistema. Los otros elementos del 
sistema como ejes, rodamientos, etc., se asumen rígidos, lo que generalmente 
reduce el sistema a un solo grado de libertad en un modelo masa-resorte. Puede 
ser desarrollado para determinar el factor dinámico. 
 
 
Modelos para la Dinámica del engranaje: En estos modelos se incluye la 
flexibilidad de los dientes y los otros elementos (eje, entre otros). De un interés 
particular tiende a ser la flexibilidad torsional de los ejes junto con la flexibilidad 
transversal de los rodamientos y los ejes. Tradicionalmente la contribución del 
diente el cual se asume flexible se introduce mediante la variación en el tiempo de 
su rigidez. 
 
 
Modelos para la dinámica del rotor de engranajes: En estos modelos se 
estudian las vibraciones transversales de un eje con engranajes cargados en dos 
direcciones mutuamente perpendiculares que permiten que el eje gire. También se 
suele considerar la vibración torsional. 
 
 
Modelos para vibración torsional: Los dientes del engranaje se asumen rígidos 
y el modelo de torsión se obtiene mediante el uso de ejes flexibles conectados con 
engranajes rígidos. 
 
 
Por otro lado, J. Wang [9] clasificó en el 2003 los modelos dinámicos de 
engranajes de la siguiente manera: 
 
 
• Modelos con dientes flexibles 
• Modelos para la dinámica del engranaje 
• Modelos de todo el reductor 
 
 
Modelos de todo el reductor: Los estudios en este grupo pueden considerarse 
como estudios actuales y avanzados en los que todos los elementos del sistema 
incluyendo la carcasa de los engranajes, se consideran en los modelos. La caja de 
cambios puede ser de una sola etapa o de múltiples etapas. 
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En algunos estudios, el objetivo principal ha sido encontrar las frecuencias 
naturales del sistema y las formas modales, por tanto, sólo se hacen análisis de 
vibración libre. Sin embargo, en general la respuesta dinámica del sistema es 
analizada para una excitación definida. En la mayoría de los estudios se determina 
la respuesta del sistema a fuerzas debidas a errores del engranaje y excitación 
paramétrica por la variación en la rigidez del diente durante el ciclo de contacto 
entre dientes. 
 
 
Los modelos de engranajes con fallas son importantes porque con estos se 
simulan daños producidos por condiciones de funcionamiento tales como par 
aplicado excesivo, mala lubricación y problemas de fabricación o de instalación. 
Cuando las superficies de los dientes están sometidas a condiciones de esfuerzo 
excesivo, pueden aparecer fallas. Esto puede provocar eliminación y/o 
deformación plástica de las superficies de los dientes en contacto y la aparición de 
fatiga por picaduras. Cuando se modelan dientes con fallas, la gravedad del daño 
de los dientes puede evaluarse considerando una reducción proporcional al daño 
de su rigidez [11]. La respuesta dinámica de la transmisión se relaciona 
estrechamente con la variación en el tiempo de rigidez del engranaje acoplado, 
notándose cambios en la vibración y emisiones acústicas más altas. El modelado 
de engranajes de transmisión con falla puede ayudar en el análisis de este cambio 
dinámico a fin de dar herramientas adecuadas para los equipos de mantenimiento 
en el diagnóstico de tales fallas [12]. 
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3. DESARROLLO DEL MODELO 
 
 
Con el fin de desarrollar el modelo de ruedas dentadas con falla se debe definir el 
tipo de perfil del diente, además, calcular la variación de la rigidez de engrane de 
un par de dientes según el punto de aplicación de la carga para dientes con falla y 
sin falla, y por último definir las suposiciones sobre las cuales se basa el modelo 
matemático.  
 
 
3.1  PERFIL DEL DIENTE 
El modelo se desarrolla con perfiles de engranajes conjugados, los cuales poseen 
velocidades angulares constantes, es decir “acción conjugada”. La ley de 
engranaje expresa “para que la relación de transmisión entre dos perfiles se 
mantenga constante, es necesario y suficiente que la normal a los perfiles en el 
punto de contacto pase en todo instante por un punto fijo de la línea de centros”, 
[13]. Para lograr lo anterior se puede hacer uso de cualquier tipo de engranajes 
conjugados, aunque por razones prácticas los perfiles conjugados para engranajes 
son cicloide y evolvente de círculo, siendo este último el más usado en la industria, 
por las siguientes ventajas:
 
 
• Versatilidad a la hora de diseñar, dado que la circunferencia base se puede 
elegir de forma arbitraria. 
 
• La línea de engrane es una recta, de aquí que el ángulo de presión es 
constante, lo que resulta beneficioso desde el punto de vista dinámico. 
 
• Engranan a cualquier distancia entre centros, con esto lo que se modifica 
es el ángulo de presión y los radios primitivos. 
 
 
Para obtener la rigidez de un par de dientes engranados de forma analítica deben 
tenerse ecuaciones que describan el perfil del diente y con éstas poder calcular las 
coordenadas del perfil del diente de evolvente y las coordenadas del filete del 
diente, para este propósito se usan las ecuaciones desarrolladas por Wang [14].  
 
 
A continuación se presentan las ecuaciones que sirven para generar las 
coordenadas del filete curva BC (figura 1) y el perfil de evolvente curva AB de un 
diente de engranajes rectos las cuales son válidas para engranajes conjugados  
donde para su desarrollo  se deben definir los siguientes parámetros geométricos: 
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 Módulo en mm.  Número de dientes.  Adendum,  =   (usualmente  = 1,0).  Dedendum,  =  (usualmente  = 1,25).  Radio de la base del diente  =  (usualmente  = 0,25).  Angulo de presión.  Coeficiente de modificación del adendum  =  ⁄ .  Desviación de la herramienta de corte (cutter offset). 
 
Figura 1. Perfil de evolvente y filete del diente 
 
 
 
La representación paramétrica del perfil de evolvente para el diente (AB) está 
dada por 
 (!) = "#(!)$(!)%                                                                          (3.1) 
Las coordenadas de la curva de evolvente están dadas por las siguientes 
ecuaciones: 
#(!) = 2 "sin +! + -2. − 0+! + -2. cos() + 2 sin()3 cos(! +  + -2)%     (3.2) 
$(!) = 2 "cos +! + -2. − 0+! + -2. cos() + 2 sin()3 sin(! +  + -2)%     (3.3) 
El parámetro !, en radianes, está limitado por: 
!4í6 ≤ ! ≤ !4á9                                                                 (3.4) 
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Donde los parámetros !4í6 y !4á9 son dados por las ecuaciones 3.5 y 3.6. 
!4í6 = 2 ;< + (= + )cot?                                                            (3.5) 
!4á9 = 1cos @(2 +  + 2)
 − (cos)
 − A1 + 2 B tan − -2           (3.6) 
Los parámetros < y = están dados por 
< = − E-4 + ( − )tan + cosF                                                       (3.7) 
= =  −                                                                               (3.8) 
La representación paramétrica de las coordenadas del perfil del filete (curva BC) 
están dados por 
 I!J K = L#(!J )$(!J )M                                                                       (3.9) 
Las coordenadas del filete están definidas por 
#I!J K = (Ocos +!J + -2. + Psin +!J + -2.                                     (3.10) 
$I!J K = (−Osin +!J + -2. + Pcos +!J + -2.                                  (3.11) 
El parámetro ! está limitado por el siguiente rango 
!J4í6 ≤ !J ≤ !J4á9                                                           (3.12) 
Donde los parámetros !J4í6 y !J4á9 se definen por las ecuaciones 3.13 y 3.14 
!J4í6 = 2<                                                                                                 (3.13) 
!J4á9 = 2 ;< + (= + )cot?                                                              (3.14) 
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Los parámetros P, Q, y L están dados por las ecuaciones 3.15, 3.16 y 3.17 
respectivamente 
O = Q + R< − !J2 S                                                                            (3.15) 
P = 2Q A = + 2< − !J B + = + 2 +                                                    (3.16) 
Q = T1 + 4 A = + 2< − !J B
                                                                 (3.17) 
En la figura 2 se representa el diagrama de flujo para obtener el perfil del diente 
(como el ilustrado en la figura 1) de los engranajes que componen el reductor de 
velocidades, además de sus diámetros primitivos. Para poder desarrollarlo se 
deben conocer los siguientes parámetros. 
 
 	, 
 Módulo de las ruedas dentadas del primer y segundo escalón. 	, 
 Ángulos de presión, los cuales se asumirán iguales. 	 Número de dientes del piñón del primer escalón. 
 Número de dientes de la rueda del primer escalón.  Número de dientes del piñón del segundo escalón. U Número de dientes de la rueda del segundo escalón. 	 Dedendum del piñón del primer escalón. 
 Dedendum de la rueda del primer escalón.  Dedendum del piñón del segundo escalón. U Dedendum de la rueda del segundo escalón. 	 Radio de la base del diente del piñón del primer escalón. 
 Radio de la base del diente de la rueda del primer escalón.  Radio de la base del diente del piñón del segundo escalón. U Radio de la base del diente de la rueda del segundo escalón. ∆! Angulo de generación del perfil del diente del piñón del primer escalón. 	, 
, , U Desviación de la herramienta de corte la cual se asumirá igual a cero. 
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Figura 2. Diagrama de flujo perfil del diente 
si 
si 
si 
si 
si 
Inicio 
W = 1,2;     Y = 1,2,3,4 
Definir , ∝ ,  [ , [ , [ , [ , ∆!  
\] = 
; \]U = 
U Y = 1;      W = 1 
\]	 = 		, \]
 = 	
  
Y ≤ 4 
Y = 1  Y = 2,3   
∆! = ∆! ∆! = \]		\]	
 ∆! ∆! = \]		\]
\]	
\]
U ∆! 
[ = [ ⁄  < = ^_`_Wób 3.7 = = ^_`_Wób 3.8 !46 = ^_`_Wób 3.5 !4c9 = ^_`_Wób 3.6 ! = !46;   d = 1 
! ≤ !4c9  
e(d) = ^_`_Wób 3.2 f(d) = ^_`_Wób 3.3 ! = ! + ∆!;     d = d + 1 
 , ∝ ,  [ , [ , [ , [ Tomar 
!J4c9 = !J46 !J46 = ^_`_Wób 3.13 ! = !J46;   d = 1 
! ≤ !J4c9   
Q = ^_`_Wób  3.17 O = ^_`_Wób  3.15 P = ^_`_Wób  3.16 eghij(d) = ^_`_Wób 3.10 fghij(d) = ^_`_Wób 3.11 ! = ! + ∆!;     d = d + 1 
! = ! + ∆!;     d = d + 1
ekl = ;e; eghij? fkl = ;f; fghij? Y = Y + 1 
Y > 2   
W = 2 
nWo ekl,   fkl , ∝ ,  [ , [ \]	, \]
, \], \]U 
si 
no 
no 
no 
no 
no 
no 
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3.2  RELACIÓN DE CONTACTO 
La relación de contacto representa el promedio del número de pares de dientes en 
contacto durante la operación del engranaje. Por ejemplo, una relación de 
contacto de 1,6 significa que en el 60 % del periodo de engrane de un diente 
existirá simultáneamente otro diente en contacto, mientras en un 40 % solo estará 
éste en contacto con el diente del otro engranaje. Desde un punto de vista teórico, 
el mínimo valor de la relación de contacto es 1 sin embargo este valor requeriría 
engranes perfectamente manufacturados, dado que si existen errores la relación 
de contacto sería menor que 1 generando instantes durante los cuales no hay 
contacto, lo que generaría cargas de impacto. En la práctica se recomienda usar 
como relación de contacto mínima 1.2 [15], sin embargo esta condición requiere 
engranes de alta calidad. 
 
 
Por otro lado, cabe resaltar que con el fin de reducir las vibraciones causadas por 
los engranes se debe disminuir el choque de dos dientes en el momento en que 
empieza a engranar y el rozamiento entre dos dientes que están deslizando entre 
sí. Ambas situaciones dependen directamente de la fuerza que deba transmitir 
cada par de dientes, la cual disminuye con el aumento de la relación de contacto, 
ya que el esfuerzo de transmisión se reparte en una mayor cantidad de dientes. 
 
 
La relación de contacto se define como la longitud de la trayectoria de contacto 
dividido la longitud de arco entre dos dientes sucesivos en el círculo base [16] la 
cual queda definida por la ecuación 3.18 
_ = I@p	
 − q	
 + @p

 − q

 − I]	 + ]
KsinK2-q	 	⁄                           (3.18) 
Siendo q	 y q
, respectivamente, los radios de las circunferencias base de las 
ruedas conductora y conducida; ]	 y ]
 son, respectivamente, los radios de las 
circunferencias primitivas de las ruedas conductora y conducida; p	  y p
  son, 
respectivamente, los radios de los diámetros externos de las ruedas conductora y 
conducida. En un engranaje de dientes rectos se cumple que ] =  2⁄  , q = ]_rs ∝  y q = ] +  , siendo   y   el módulo y el número de dientes 
respectivamente. Después de reemplazar estas relaciones en la ecuación 3.18 se 
obtiene la relación de contacto en función del ángulo de presión, y del número de 
dientes de la rueda conductora y conducida [17] 
_ = t+uv
 + 1.
 − +uv
 cos.
 + t+uw
 + 1.
 − +uw
 cos.
 − uvxuw
 sin-cos       (3.19) 
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En la figura 3 se representan los parámetros requeridos para determinar las 
ecuaciones del radio donde inicia el contacto en el piñón y	 y donde termina el 
contacto en la rueda y
, los cuales se determinan con las ecuaciones 3.21 y 3.23 
respectivamente. En esta figura, el punto C es donde inicia el contacto y el punto B 
es donde finaliza, de aquí la línea BC es la trayectoria de contacto. 
 
 
Figura 3. Esquema para determinar la ecuacion de R1 y R2 
 
 
 = 
sin cos − cos@(
 + 2)
 − (
cos)
2                            (3.20) 
y	 = T
 + A ∙ tan + 	2 B
                                                                      (3.21) 
 = 	sin cos − cos@(	 + 2)
 − (	cos)
2                           (3.22) 
y
 = T
 + A ∙ tan + 
2 B
                                                                      (3.23) 
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3.3  FORMULACIÓN ANALÍTICA DE LA RÍGIDEZ DE ENGRANE DEL DIENTE 
La rigidez de engrane del diente es un parámetro que cambia con el tiempo, el 
cual refleja como varía el número de dientes en contacto y la línea de contacto del 
diente en marcha. Esta es función de la geometría del diente, la posición del punto 
de contacto, las deformaciones del diente del engranaje, los errores del perfil del  
diente, las deformaciones torsionales por el cambio de velocidad y, finalmente, las 
fallas locales en el diente. La rigidez del diente se calcula a partir de las 
deformaciones debidas a la flexión {q, deformaciones de la base del filete {| , y 
deformaciones por contacto {}. 
 
 
3.3.1  Deformación por flexión. La deformación por flexión {q , de un diente se 
determina modelándolo como una viga en voladizo de sección trasversal no 
uniforme con una longitud efectiva Q, la cual se divide en b segmentos como se 
ilustra en la figura 4. De esta forma se obtiene una expresión de una suma dada  
por la ecuación 3.24, la cual fue desarrollada por Weber [18]
 
 
{q = ~cos
4   +o − o + 	 
.^´̅ + 1s}̅ + tan
4̅^´                      (3.24)
6
	  
Donde F es la fuerza aplicada, 4  es el ángulo de presión,  es el módulo de 
rigidez, s}  factor de corte,   y o  se muestra en la figura 4. ^´ , ̅  y ̅ son 
expresados por: 
^´ = ^(1 − )(1 + )(1 − 2)                                                                                     (3.25) 
1̅ =
	 + 	v 2                                                                                                       (3.26) 
1̅ =
	 +  	v2                                                                                                     (3.27) 
Donde   y   son el momento de inercia del área, y el área de la sección 
transversal del diente respectivamente, ^  es el módulo de Young, y   es la 
relación de Poisson. 
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La rigidez a flexión del diente se puede obtener por: 
dq = ~{q                                                                         (3.28) 
 
 
Figura 4. Modelo de un diente de engranaje recto como una viga en voladizo no 
uniforme 
 
Fuente:
 Effect of spalling or tooth breakage on gearmesh stiffness [12]. 
 
 
3.3.2  Deformaciones de la base del filete. El cálculo de la deformación del 
cuerpo del engranaje en la base del filete del diente se basa en la teoría de 
Muskhelishvili [19] aplicada a anillos circulares elásticos por Sainsot [20]. Quien 
asume lineales y constantes las variaciones de los esfuerzos en el círculo de la 
raíz, esta teoría hace que sea posible obtener una fórmula analítica para las 
deformaciones del diente inducidas en el cuerpo del engranaje.
 
 
 
Esta expresión analítica está dada por la siguiente ecuación,
 
{| = ~cos
^ Q R`|| S

 +  R`|| S + O (1 + P tan
4)                                    (3.29) 
 
 
donde  es el ancho del diente. `| y | son dados en la figura 5. Los coeficientes Q∗, ∗, O∗ y P∗ pueden ser calculados mediante la ecuación 3.30 [20]: 
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Iℎ| , !|K = !|
 + ℎ|
 + ℎ|!| + \!| + ^ℎ| + ~                                          (3.30) 
  denota los coeficientes Q ,  , O  y P.  Los parámetros ℎ| = | 6⁄ , ℎ|  y !|  son 
definidos en la figura 5, los valores de , , , \, ^ y ~ son dados en la tabla 1. 
 
 
Figura 5. Parámetros geométricos para el cálculo de la deformación de la base del 
filete
 
 
Fuente:
 Analytical modelling of spur gear tooth crack and influence on gearmesh 
stiffness [11]. 
 
 
Tabla 1. Valores de los coeficientes de la ecuación (3.30) 
    \ ^ ~ Q (ℎ| , !|) −5.557410 −1.998610 −2.301510U  4.7702110 0.0271 6.8045  (ℎ| , !|) 60.11110    28.10010 −83.43110U −9.925610    0.1624 0.9086 O (ℎ| , !|) −50.95210    185.5010 0.053810U    53.30010  0.2895 0.9236 P (ℎ|, !|) −6.204210 9.088910 −4.096410U    7.829710 −0.1472 0.6904 
 
 
La rigidez de la base del filete se puede obtener por: 
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d| = ~{|                                                                              (3.31) 
 
 
3.3.3  Deformación por contacto. De los resultados obtenidos por Yang y Sun 
[21], la rigidez Hertziana de contacto de dos dientes que engranan es 
prácticamente constante a lo largo de toda la línea de acción, independiente tanto 
de la posición de contacto como de la profundidad de penetración.
 
 
 d} se puede determinar mediante: 
d} = -^4(1 − 
)                                                                    (3.32) 
Donde  es la relación de Poisson. 
 
 
La deformación local puede ser expresada por: 
{} = ~d}                                                                           (3.33) 
 
 
3.3.4  Rigidez de un par de dientes engranando. Para un par de dientes en 
contacto, la rigidez de engranaje p puede ser escrita como 
p = 1 R 1dq	 + 1d|	 + 1dq
 + 1d|
 + 1d}S                                      (3.34) 
Los subíndices 1 y 2 representan el piñón y la rueda respectivamente. 
 
 
Como se observa en la figura 6 el valor de la rigidez de dos dientes engranados 
depende de la posición del punto de contacto en el perfil del diente. La figura 6 
muestra la variación típica de j para un par de dientes desde el engrane hasta la 
separación [12]. 
 
 
La relación de contacto _, la cual se define como el número promedio de pares de 
dientes en contacto entre dos engranajes, es un factor importante en la evolución 
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de la rigidez de engranaje  p. Cuando la relación de contacto es baja (c <2), se 
presenta un cambio de un par a dos pares de dientes en contacto y se observa 
una variación en el tiempo de la rigidez de engranaje  p . Esta variación es 
considera como la principal fuente de excitación de la transmisión, emisiones 
acústicas y vibraciones. 
 
 
Figura 6. Variación típica de la rigidez de un par de dientes engranados hasta la  
separación. 
 
Fuente:
 Effect of spalling or tooth breakage on gearmesh stiffness [12] 
 
 
Considerando que el piñón tiene una velocidad de giro 	 y 	 dientes, el período 
de engranaje (en segundos) se define por: 
p = 60		                                                                         (3.35) 
La variación en el tiempo de la rigidez de engrane se calcula punto a punto por la 
suma de la rigidez de engrane de pares simples, como se muestra en la figura 7; 
en ésta se observa que los valores máximos de rigidez corresponden a la 
configuración con dos pares en contacto, lo cual se obtiene desde (bp) hasta (_ − 1)(bp) y los valores mínimos corresponden a un par en contacto y se obtiene 
desde (_ − 1)(bp) hasta (b + 1)(bp) con b entero [12]. 
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Figura 7. Cálculo de la variación en el tiempo de la rigidez de engrane 
 
Fuente: Effect of spalling or tooth breakage on gearmesh stiffness [12]. 
 
 
En figura 8 se representa el diagrama de flujo para obtener la rigidez de un par de 
dientes en contacto como el ilustrado en la figura 6, para su desarrollo se deben 
tener las coordenadas cartesianas del perfil de diente de la rueda conductora y 
conducida, el cual tiene la forma ilustrada en la figura 1, es decir, el eje medio del 
diente coincide con el eje x. Se sabe que el punto de aplicación de la fuerza va 
cambiando a medida que el engrane gira sobre su eje, con el fin de representar 
este fenómeno se dejan fijos los perfiles de diente del piñón y la rueda. Se 
determina el radio del perfil del diente de la rueda conductora donde inicia el 
engrane con el radio externo de la rueda conducida (ecuación 3.21), en las 
coordenadas cartesianas dadas por este radio se aplica una fuerza perpendicular 
a la superficie de contacto y se calcula la rigidez. Luego se desplaza la fuerza a su 
próximo punto de aplicación a lo largo del perfil de la rueda conductora con 
dirección hacia la punta del diente y desde la punta del diente hacia el radio donde 
termina el contacto de la rueda conducida (ecuación 3.23), hallando de esta forma 
la rigidez para cada punto de engrane sobre la línea de contacto donde fue 
aplicada la fuerza. 
 
 
La figura 9 representa el diagrama de flujo para hallar la deformación por flexión, 
donde 4 es el ángulo de aplicación de la fuerza y cc es la coordenada de la 
intersección de la proyección de la fuerza con el eje x. Para el desarrollo se debe 
ingresar el vector de perfil del diente para la rueda conductora y conducida hasta 
el punto de aplicación de la carga. 
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Ejemplo para el primer escalón 
p(Y, 1) = ^_`_Wób 3.34 
|	 = \1 − 2		2  |
 = \2 − 2
	2  ℎ|	 = |	 6	⁄  ℎ|
 = |
 6
⁄  !|	 = atan(f(1) e(1))⁄  !|
 = atan(f(1) e(1))⁄  |	 = 2! 1|	 |
 = 2! 2|
 ^¡ = ^_`_Wób 3.25 
Y = 0 
b	 = nb¢ℎ(e(d	, bo)) b
 = nb¢ℎ(e(d
, bo)) 
£{q	, 4	, cc	¤ = \_~nWrb(~, e¦, f¦, , , },^¡) £{q
, 4
, cc
¤ = \_~nWrb(~, e¦, f¦, , , },^¡) 
{|	 = ^_`_Wrb 3.29(ℎ|	, ! 1, |	, `|	, 4	) {|
 = ^_`_Wrb 3.29(ℎ|
, ! 2, |
, `|
, 4
) 
Calcular radios de 
contacto (y	, y
)  y	 =ecuación 3.21  y
 =ecuación 3.22    
Hallar los índices de 
cada engranaje 
(d	, d
) 
 inicio 
	, ∝	,  	, 	,  
, 
 \]	, \]
 
e, f; e, f 
 
~;  ; ^; ; ; }  6	;  6
 
Definir 
b	 < b
 n 
b = b	 − 1 b = b
 − 1 
Y ≤ b n 
e¦ = e(1, d	 + Y) e¦ = e(1, d	 + Y) f¦ = f(1, bo − Y) f¦ = f(1, bo − Y) 
|`	 = cc	 − |	 |`
 = cc
 − |
 q	 = ~ {q	⁄  q
 = ~ {q
⁄  |	 = ~ {|	⁄  |	 = ~ {|
⁄  q = ~ {q	⁄  } = -^ 4(1 − 
⁄ ) 
p Salida 
si 
si 
no 
no 
Figura 8. Diagrama de flujo para calcular la rigidez 
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 Figura 9. Diagrama de flujo deformación por flexión 
\_~nWrb Función  
  inicio 
~, , , },^¡ e¦, f¦, ¨c©6pª = nb¢ℎIe¦K −  « = f¦(bo) − f¦(bo − 1)e¦(bo) − e¦(bo − 1) «6 = − 1« cc = − f¦(bo)«6 + e¦(bo) 4 = tan	 R e¦(bo) − ccf¦(bo) S W = 1 
e¦(W) ≤ cc n 
n W = ¨c©6pª 
o = cc − e¦(W) 
 = e¦(W + 1) − e¦(W) 
ℎ = 2f¦(W); ℎx	 = 2f¦(W + 1) 
 \srnn _`_Wrbs 3.26 ¬ 3.27 
∆­(W) =  +o − o + 	 
.^´̅ + 1s}̅ + b
4̅^´  
break 
W = W + 1 
{q = ~_rs
4s`«(∆­) cc , 4 
si 
si 
no 
no 
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3.3.5  Rigidez de engrane para un diente con falla. Dado que la variación de la 
rigidez de un engrane se considera como la principal fuente de vibraciones y 
emisiones acústicas de un engrane, se le indujo una falla a un diente del 
engranaje. El engranaje del reductor al cual se le realizó la falla es el piñón del 
primer escalón, esta falla consiste de rotura en uno de sus dientes. La rotura es la 
fractura de un diente en toda o parte sustancial de un diente. Las causas comunes 
incluyen esfuerzos cíclicos y sobreesfuerzos más allá del límite de resistencia del 
material con el cual está construido el diente del engranaje. Una fractura aleatoria 
puede ocurrir en áreas tales como la parte superior o el extremo de un diente, en 
lugar de la sección de la raíz de filete [4]. La Figura 10 es la representación 
esquemática del daño en el diente la cual es una ruptura de 1 mm en el adendum.
 
 
 
Figura 10. Representación esquemática del diente con falla. 
 
 
 
La pérdida de material de un diente de un engranaje produce pérdida de contacto 
entre los dientes, de forma que la rigidez de engrane en la superficie de contacto 
donde esta ocurre es cero. En este trabajo la pérdida de contacto ocurre en el 
adendum en instantes de tiempo donde para el cálculo computacional de la 
variación en el tiempo de la rigidez de engrane hay dos pares de dientes en 
contacto, por lo que no hay cargas de impacto con la falla inducida (ver figura11). 
Por otro lado para la falla propuesta sí la rigidez de engrane en la superficie de 
contacto es cero para un tiempo |  < p  (período de engrane), la función de 
variacion en el tiempo de la rigidez de engrane es cero desde | hata p, porque 
sólo hay un par en contacto, siendo observadas cargas de impacto. 
 
 
En la figura 11.a se observa la rigidez de engrane, donde la línea continua es la 
rigidez para diente con falla y la línea discontinua es la rigidez para diente sin falla, 
éstas fueron calculadas con base en los datos geométricos del primer escalón tal 
como aparecen en la tabla 3. Como se puede observar en la figura 11.a la rigidez 
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para un diente con falla es cero en la zona del daño. La Figura 11.b es la variación 
en el tiempo de la rigidez de engrane. 
 
 
Figura 11. Rigidez de engrane del diente con falla. 
 
 
 
3.4  FUNCIÓN DE RIGIDEZ DE ENGRANE 
Al generar la rigidez de engrane de cada uno de los escalones que componen el 
reductor de velocidades, el tiempo entre puntos sucesivos con los cuales se 
generan, no es exactamente igual, lo que en la simulación genera inconsistencias 
en la respuesta dinámica, es por esto que se debe existir la misma diferencia entre 
puntos sucesivos de la función de rigidez de ambos escalones. Para esto lo que 
se plantea es realizar regresiones sobre ambas curvas y con estas generar la 
variación en el tiempo de la rigidez de engrane.  
 
 
3.4.1  Modelos de regresión lineal. El objetivo de la regresión es predecir el valor 
de una o más variables continuas objetivo ®  dado el valor de un vector D-
dimensional de las variables de entrada x. O en otras palabras, dado un conjunto 
de datos de entrenamiento comprendido de N observaciones ¯6° , donde b =1, … , , junto con el valor objetivo correspondiente ¯6°, el objetivo es predecir el 
valor de
 t para un nuevo valor de entrada x. La forma más simple de modelos de 
regresión lineal son solo funciones lineales de las variables de entrada. Sin 
embargo, se puede obtener una clase de funciones mucho más útiles mediante la 
adopción de combinaciones lineales de un conjunto fijo de funciones no lineales 
de las variables de entrada, conocidas como funciones base. Tales modelos son 
funciones lineales de los parámetros, lo que les confiere propiedades analíticas 
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simples, y sin embargo, puede ser no lineal con respecto a las variables de 
entrada [22]. 
 
 
El modelo más simple de regresión es el lineal, el cual es una combinación lineal 
de las variables de entrada  
 
¬(#, ²) = ³© + ³		 +  ⋯ + ³µµ                                      (3.36) 
donde # = (	, … , µ)¶ . De forma general las clases de regresión se pueden 
extender de considerar combinaciones lineales de funciones fijas no lineales de 
las variables de entrada, de la forma 
¬(#, ²) = ³· +  ³[[()                                                 (3.37)¸	[	  
donde [() , son las llamadas funciones base. Para simplificar se define una 
adicional ficticia “función base” ·() = 1 tal que 
¬(#, ²) =  ³[[()¸	[· = ²¶¹()                                      (3.38) 
donde ² = (³·, . . . , ³¸	)¶ y ¹ = (·, . . . , ¸	)¶. 
 
 
Considerando un conjunto de datos de entrada  = ¯	, . . . , u°, con 
correspondiente valores de salida 	, ⋯ , u . Agrupando los objetivo ¯6°  en un 
vector columna que se denota por ® . El objetivo entonces es determinar los 
coeficientes ³ de la función de regresión que minimizan el error. 
 
 
Definiendo la función de la suma de los cuadrados del error como 
^µ(³) = 12 ¯6 − ³¶ (6)°
u6	                                                     (3.39) 
La minimización de la función ^µ(³), es equivalente a: 
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0 =  6(6)u6	 − ²¶ º (6)(6)¶
u
6	 »                       (3.40) 
Al resolver para ³ se optiene 
 
² = (¼½¼)¼½¾                                                                      (3.41) 
Los cuales son conocidos como las ecuaciones normales para el problema de 
mínimos cuadrados. Aquí ¼  es una matriz  ×   , llamada matriz de diseño, 
cuyos elementos se dan como Φ6[ =   [(6), tal que 
¼ = Á  ·(	)  	(	) ·(
)  	(
) ⋯  ¸	(	) ¸	(
)⋮ ⋱ ⋮ ·(u)  	(u) ⋯  ¸	(u)Ä                      (3.42) 
Como un ejemplo particular de este modelo de única variable de entrada , se 
tiene el caso de regresión polinómica, en el cual las funciones base adoptan la 
forma de potencias de  tal que [() = [.  
 
 
La regresión sobre la rigidez se realiza con funciones base polinomial de cuarto 
orden, con lo cual se logra una aproximación adecuada, quedando de esta forma 
la rigidez expresada con un polinomio de cuarto orden como una función del 
tiempo que permite diferentes pasos de integración (Å) . En la figura 13 se 
presenta el diagrama de flujo para calcular los coeficientes constantes de la 
regresión polinómica de cuarto orden. 
 
 
La figura 12 es el diagrama de flujo para generar la variación en el tiempo de la 
rigidez de engrane la cual se obtiene por superposición como se explica en la 
figura 7. En el inicio del código se deben definir el paso de integración (Å) que va 
a ser usado en la simulación y el tiempo que se va a simular el sistema. 
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Figura 12. Diagrama de flujo función de rigidez de engrane 
cÆ9 ≤ (_1 − 1)1  
cÆ9	 = cÆ9 + p	 Ç() = Ç() + ÈÉ() + ÈÉ() ∗ `1 + ÈÉ(Ê) ∗ `1
 + ÈÉ(É) ∗ `1 + ÈÉ(Ë) ∗ `1U 
  
cÆ9 > 1 cÆ9≤ (_1)
ntt 
cÆ9 = cÆ9 − 1 
  
si no 
si 
no 
 =  + ∆ cÆ9 =  cÆ9 + ∆  
  
ÈÉ. cÆ9 = 0; 
Δt, W«r o W«`n_Wób 
 = 0; _	;  p	. 
Definir 
  inicio 
Salida 	
(®), ®.  
 
 ≤ W«r o sW«`n_Wób ntt no 
si 
Ç() = ÈÉ() + ÈÉ() ∗ ` + ÈÉ(Ê) ∗ `2 + ÈÉ(É) ∗ `3 + ÈÉ(Ë) ∗ `4 
 
si 
38 
 
 
 
 
3.5  MODELO DE UNA TRANSMISIÓN DE ENGRANAJES RECTOS DE DOS 
ETAPAS  
El modelo analítico es desarrollado para un reductor de dos etapas como el 
mostrado en la representación esquemática de la figura 14. El modelo está 
compuesto de 4 discos rígidos cada uno con radio igual al del circulo base, 
montados sobre tres ejes rígidos. El sistema disco eje se encuentra soportado por 
rodamientos modelados cada uno por dos resortes lineales para representar la 
desviación lateral, lo que implica el supuesto de que cada disco se puede mover 
lateralmente pero no inclinarse. Los dientes del juego piñón-rueda se asumen 
flexibles y su rigidez se modela como un resorte lineal que actua sobre la línea de 
acción, con el cual se une el par de discos que representan el juego piñón-rueda. 
Los perfiles de diente de evolvente se asumen perfectos y se ignoran los errores 
de fabricación y de montaje. La carcasa se supone que es rígida y la separación 
de los dientes no se considera.
 
 
 
La expresión del desplazamiento en la línea de acción se expresa por [23] 
{() = y]!] − y! − I¬] − ¬K_rs + I] − KsWb                                 (3.43) 
Los subíndices  y Í representan el piñón y la rueda del escalón respectivamente. 
 
Figura 13. Diagrama de flujo cálculo coeficientes de la función de regresión 
Î	 , 	, 	, Çj W«r o W«`n_Wób 
  inicio p	 = 6011 b = nb¢ℎ(Çj) ® = 0(0: b − 2)_	1b − 1  _	13 
 
W ≤ b 
 
no 
si 
¼(W, : ) = ;1 ®(W) ®(W)2  ®(W)3 ®(W)4? W = W + 1 
ÈÉ = I¼½¼K	¼½Çj 
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Para hallar el conjunto de ecuaciones que describen el movimiento del modelo se 
usa la ecuación estándar de Lagrange, que se expresa como: 
oo A ÐÐÍB − ÐÐÍ + Ð=ÐÍ = P                                                          (3.44) 
Dónde: 
 Í  Coordenada generaliza 
   Energía cinética del sistema 
 =   Cambio en la energía potencial de un sistema con respecto a su energía 
potencial en la posición de equilibrio estático. 
 P  Fuerza generalizada a lo largo de la coordenada generalizada Í. 
 
 
Figura 14. Representación esquemática del modelo del sistema.  
 
 
 
La energía cinética del sistema está dada por  
 = 	 + 
                                                                   (3.45) 
T1
θ1
θ2
θ3
m1, J1
m2, J2
m4, J4
kx1 kx3
kx2
ky1
ky2
ky3
k12(t)
k34(t)
m3, J3
T2
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Donde T1 y T2 son la energía cinetica del primer y segundo escalón 
respectivamente, las cuales quedan definidas por 
	 = 12 IÑ	!	
 + «		
 + «	¬	
 + Ñ
!

 + «


 + «
¬

K                        (3.46) 

 = 12 IÑ!

 + «

 + «¬

 + ÑU!
 + «U
 + «U¬
K                        (3.47) 
 
La energía potencial de los engranajes en contacto está dada por: 
 
 
Energía potencial de engranajes en contacto del primer escalón  
=4	 = 12 	
();y	!	 − y
!
 − (¬	 − ¬
)_rs + (	 − 
)sWb?
             (3.48) 
Energía potencial del engranajes en contacto del segundo escalón  
=4
 = 12 U();y!
 − yU! − (¬
 − ¬)_rs + (
 − )sWb?
             (3.49) 
La energía potencial de la deflexión lateral de los ejes y rodamientos está dada 
por: 
=ªÒ = 12 I9		
 + Ó	¬	
 + 9


 + Ó
¬

 + 9
 + Ó¬
K                   (3.50) 
Una vez aplicada la ecuación de Lagrange (3.45) se obtiene la ecuación de 
movimiento del sistema que está dada por:  
ÔÕ + Ç()Õ = Ök                                                                (3.51) 
Donde 
 Õ = ¯	, ¬	, !	, 
, ¬
, !
, , ¬, ! °¶ es el vector de coordenadas generalizadas.  
 
 
M es la matriz de masas diagonal dada por: 
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Ô =
×Ø
ØØØ
ØØØ
ØÙ«	 «	 Ñ	                     0 «
 + «
0
«
 + « Ñ
 + Ñ «U «U ÑU ÚÛ
ÛÛÛ
ÛÛÛ
ÛÜ
                (3.52) 
 
 Ç() incluye la rigidez de los rodamientos y la variación en el tiempo de la rigidez 
de engrane del primer y segundo escalón. 
 
 
En la matriz Ç() la rigidez de los rodamientos es representada por d9,  dÓ   donde (W = 1,2,3), y la variación en el tiempo de la rigidez del primer escalón y el segundo 
escalón se representan por 	
() y  U() respectivamente. 
 
 
Por otro lado en la tabla 2 se definen los términos  para W = (1, … ,19) utilizados 
para el cálculo de la matriz Ç()  
 
 
Tabla 2. Coeficientes  de Ç() 
2
1 2 3
2
4 5 6 1
7 1 8 2 9 2
2 2
10 1 11 2 12 1 2
13 3 14 3 15 4
2 2
16 4 17 3 18 4
19 3 4
cos sin
cos sin cos cos
sin cos sin
cos sin cos
sin
s sin s s
s s s R
s R s R s R
s R s R s RR
s R s R s R
s R s R s R
s R R
α α α
α α α α
α α α
α α α
α
 
 
Definidas las variables que componen la matriz Ç() se procede a representarla 
en función de estas por: 
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( )
3 12 1 5 12 7 12 3 12 5 12 9 12
5 12 4 12 1 6 12 5 12 4 12 8 12
7 12 6 12 10 12 7 12 6 12 12 12
3 12 5 12 7 12
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 0 0
( ) ( ) (
x
y
K t
s k t k s k t s k t s k t s k t s k t
s k t s k t k s k t s k t s k t s k t
s k t s k t s k t s k t s k t s k t
s k t s k t s k t
=
+ − − −
− + − −
− − −
− − ( ) ( )
( ) ( ) ( )
3 12 34 2 5 12 34 9 12 14 34 3 34 5 34 16 34
5 12 4 12 6 12 5 12 34 4 12 34 2 8 12 13 34 5 34 4 34 15 34
9 12 8 12
) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
x
y
s k t k t k s k t k t s k t s k t s k t s k t s k t
s k t s k t s k t s k t k t s k t k t k s k t s k t s k t s k t s k t
s k t s k
+ + − + + − −
− − + + + − + −
− ( )12 12 9 12 14 34 8 12 13 34 11 12 17 34 14 34 13 34 19 34
3 34 5 34 14 34 3 34 3 5 34 16 34
5 34 4 34 13 34 5 34 4 3
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 ( ) ( ) ( ) ( )
x
t s k t s k t s k t s k t s k t s k t s k t s k t s k t s k t
s k t s k t s k t s k t k s k t s k t
s k t s k t s k t s k t s k
− + − + + − −
− − + −
− − 4 3 15 34
16 34 15 34 19 34 16 34 15 34 18 34
( ) ( )
0 0 0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
yt k s k t
s k t s k t s k t s k t s k t s k t
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
+ − 
 
− − − 
 
 
El Vector de fuerzas externas Ök está dado por 
Ök = ¯0 0 0 4©© 0 0 0 −ªcÒÝc°¶                                 (3.54) 
donde para efectos de simulación el par de salida ªcÒÝc se aproxima como un par cuadrático [24] 
ªcÒÝc  = _|!                            
                                                      (3.55) 
donde la constante de proporcionalidad se halla con la ecuación 3.56 con  Î4©©  Eo s F .  
_| = 	
U	Î4©©
                                                                       (3.56) 
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3.6  ANÁLISIS DEL MODELO 
 
 
3.6.1  Frecuencias naturales. Las frecuencias naturales se obtienen al despreciar 
las fuerzas externas que actúan sobre el sistema quedando la ecuación de la 
homogénea 
ÔÕ + Ç()Õ = 0                                                                (3.57) 
Por otro lado Ç() puede ser dividida en una matriz de media ÇÞ  y una fluctuante Çß() 
Ç() = ÇÞ + Çß()                                                             (3.58) 
Considerando solo la matriz de rigidez media [12] 
ÔÕ + ÇÞÕ = à                                                                    (3.59) 
Los auto valores del sistema se obtienen al resolver el problema de autovalores 
dado por 
|Ç − âÔ| = à                                                                   (3.60) 
Y las frecuencias naturales se obtienen mediante 
 ã = ä                                                                          (3.61) 
 
Por lo tanto, el parámetro ã puede tomar cualquiera de los siguientes valores 
±Î	  ± Î
  ± Î   .  .  .  ± Îu                                                    (3.62) 
Como se puede ver en 3.62, estos parámetros solo tienen significado para valores 
positivos. Estos representan las frecuencias de vibración libre del sistema. 
Llamadas frecuencias naturales. El número de frecuencias naturales es 
equivalente a las coordenadas independientes. 
 
 
3.6.2  Propiedades Cualitativas de la solución. Para tener información sobre la 
estabilidad de la solución, basta con conocer los autovalores de la matriz A ya que 
independientemente de cuanto valgan definen la forma cualitativa de la solución. 
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Teorema: 
 
Si todos los autovalores de A tienen parte real negativa es decir ℝ(â) < 0 el 
sistema es estable. 
 
 
Si todos los autovalores de A tienen parte real igual a 0 es decir ℝ(â) = 0 (suponiendo que no hay autovalores repetidos) el sistema es marginalmente 
estable. 
 
 
En cualquier otro caso el sistema es inestable. 
 
 
Para que un sistema lineal y estacionario sea estable todos los modos deben ser 
estables, es decir, todos los autovalores deben tener parte real negativa. Por el 
contrario, si uno o más autovalores tienen parte real positiva el sistema será 
inestable [25]. 
 
3.6.3  Formulación en espacio de estados de las ecuaciones de movimiento. 
Dado el sistema representado por la ecuación 3.40 es un conjunto de N 
ecuaciones de segundo orden. El enfoque habitual para solucionar el problema 
por un método de integración numérica, implica primero transformar la ecuación 
3.40 en un sistema equivalente de 2N ecuaciones diferenciales de primer orden. 
Para esto, se definen los siguientes vectores  
¯ç° ≡ ¯Õ °, ∴  ¯ç ° ≡ ¯Õ °,     $     ¯$°  ≡ êÕçë  ,   ∴  ¯ç °  ≡ êÕç ë      (3.63)  
Tenemos el sistema dado por 
ÔÕ + Ç()Õ = Ök                                                                    (3.64) 
Que lo podemos expresar como 
Õ = −ÔÇ() + ÔÖk                                                            (3.65) 
Entonces la ecuación 3.54 en espacio de estados toma la forma dada por 
$ = 0 ìj íiî#î ïî#î−ÔÇ() ìj íiî#î3 $ + 0ìj íiî#ÔÖk 3                                   (3.66) 
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Donde la ecuación compacta de 3.55, queda como 
$ = ð$ + ñ                                                                       (3.67) 
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4. SIMULACIÓN DEL MODELO 
 
 
En este trabajo cuando se refiere a simulación, se habla en general de un 
experimento que se realiza sobre un modelo. Naylor [26], define la simulación 
como el proceso de diseñar un modelo matemático o lógico de un sistema real y 
realizar una serie de experimentos con el ordenador sobre él para describir, 
explicar y predecir el comportamiento del sistema real. 
 
 
Según Shannon [27], simulación es el proceso de diseñar y desarrollar un modelo 
computarizado de un sistema o proceso y conducir experimentos con este modelo 
con el propósito de entender el comportamiento del sistema o evaluar varias 
estrategias con las cuales se puede operar el sistema. 
 
 
Por otro lado, (Shannon, 1975), recomienda utilizar el estudio de un sistema 
mediante simulación cuando se de una o varias de las condiciones siguientes: 
 
 
• No existe una formulación matemática del problema.  
• Existe un modelo matemático, pero no métodos analíticos de resolución del 
mismo. 
• Existen el modelo y los métodos, pero los procedimientos son tediosos, por lo 
que resulta más sencilla y menos costosa la simulación. 
• Se desea observar en el tiempo una historia simulada del sistema. 
• Se desea experimentar con un modelo antes de construir el sistema (Ej: un 
avión en un túnel aerodinámico). 
• Es imposible experimentar sobre el sistema real (Ej: sistema solar). 
• Puede experimentarse sobre el sistema, pero motivos éticos lo impiden (Ej: 
sistemas biológicos humanos). 
• Se quiere observar un sistema de evolución muy lenta, reduciendo la escala del 
tiempo (Ej: análisis de sistemas ecológicos). 
 
 
Para la simulación se deben identificar las variables que interviene en el sistema y 
que son de interés para el modelo, éstas pueden clasificarse en: 
 
 
Variables exógenas. Son las variables externas al modelo y existen con 
independencia de él. Dado que la simulación de un modelo depende de las 
variables de entrada éstas se definen para observar cómo se afectan las salidas.  
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En la tabla 3 se definen las variables exógenas para realizar la simulación del 
modelo desarrollado. 
 
 
Tabla 3. Variables exógenas del modelo 
 Èkñíó  ôiõhöíó  ÷øjùh  ôiõhöíó  Èkñíó  ôiõhöíó  ÷øjùh  ôiõhöíó  úûüýþ ý ý¾ý   ú   à ÊË 
	û
     M , Ë , Ë   
û
 ý þý  à à à à 
ý.  ýýûü  ¹ , É , É , Ë , Ë 
ý.   ý 
 ý  ý
 ý¾ý  à, É à, É à, Ë à, Ë 
û¾¾ýþ ý¾    j à à à à 
ý
 ý ¾¾  õ , ËËÊ , ËËÊ , , 
   ²   ;?   Ë Ë Ë Ë 
þûý   ;î? ,  −, −, à,Ê 
	  ;? à,  à,  à, É à, ÊË 
	û
 ý ý
¾   ô ;Èh? à à à à 
	û
 ý ý            ;Èh?     
ý ý 
 üý¾ ;î ⁄ ? # = $ = # = $ = #Ê = $Ê = à 
 ý
 û
þ   £kó¤ É −Ë −Ë  
 
 
Variables endógenas. Son variables internas y las variables de salida del modelo. 
Son función de las variables exógenas y de la estructura del modelo. 
 
 
En el caso de los sistemas continuos, dado que las variables evolucionan 
continuamente en el tiempo, hacer una simulación equivale a obtener datos sobre 
las trayectorias que describen dichas variables. 
 
 
Más precisamente, lo que se busca obtener mediante  las simulaciones son 
soluciones de las ecuaciones diferenciales que describen los sistemas a partir de 
condiciones iniciales conocidas. Esto se conoce como Problemas de Valor Inicial 
[25]. 
 
 
4.1  PROBLEMA DE VALOR INICIAL 
Un problema de valor inicial o problema de Cauchy consiste en resolver un 
sistema formado por una ecuación diferencial ordinaria que satisfaga la condición 
inicial  
 ¬ =  (, ¬) ,   ¬(©) = ¬·                                                 (4.68) 
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En general, una ecuación diferencial dada puede tener muchas soluciones lo que 
se restringe a una solución única con las condiciones iniciales. En el caso de que 
la solución sea analítica la característica de esta solución es que es válida para 
cualquier condición inicial de entrada. Esta generalidad se pierde cuando la 
solución se obtiene numéricamente, ya que esta solución está determinada por la 
condición inicial. 
 
 
4.2  SISTEMAS MARGINALMENTE ESTABLES  
Un sistema dinámico cuyo Jacobiano tiene sus autovalores (â) dominantes sobre o 
muy cerca del eje imaginario se denomina Marginalmente Estable. Este tipo de 
sistemas cuando se integran con un dado método de integración de paso fijo es 
numéricamente estable si y solo si el sistema de tiempo discreto asociado es 
analíticamente estable, por lo que se requieren algoritmos de integración que 
aproximen bien sobre el eje imaginario para sistemas marginalmente estables. 
Estos algoritmos existen y pueden construirse algoritmos de orden arbitrario cuyo 
borde de estabilidad numérica coincida con el eje imaginario [25]. 
 
 
Definición: Un método de integración numérica cuyo dominio de estabilidad 
numérica consiste exclusivamente del semiplano izquierdo completo del plano (â ∙ ℎ) se denomina fielmente estable, o simplemente, F–estable. 
 
 
Los métodos F–estables son apropiados para sistemas marginalmente estables 
pero desafortunadamente, los algoritmos F–estables no funcionan bien con los 
sistemas stiff. 
 
 
Definición: Un método de integración que contiene en su región de estabilidad a 
todo el semiplano izquierdo del plano (â ∙ ℎ) se denomina absolutamente estable, 
o, más simplemente, A–estable. 
 
 
Definición: Un método numérico de integración que es A–estable y, además, sus 
propiedades de amortiguamiento tienden a infinito cuando y¯â° → −∞ , se 
denomina L–estable. 
 
 
Estas definiciones tienen sentido, en el sentido estricto, solo en los sistemas 
lineales y estacionarios. Sin embargo normalmente son también buenos 
indicadores aplicados a los sistemas no lineales. 
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Al tratar con sistemas stiff, no es suficiente utilizar algoritmos A–estables, sino 
también deben ser L–estables. Evidentemente, todos los algoritmos F–estables 
son A–estables pero nunca L–estables. 
 
 
Un sistema que es a la vez marginalmente estable y stiff es, en consecuencia, 
difícil de tratar. 
 
 
4.3  MÉTODOS DE INTERPOLACIÓN HACIA ATRÁS 
Para poder tratar los problemas stiff y marginalmente estables, son necesarios 
algoritmos A–estables. Esto se logra con los denominados métodos de back 
interpolation, o métodos de interpolación hacia atrás (métodos BI), estos métodos 
pueden hacerse F–estables, L–estables o algo en el medio de ambas 
características de acuerdo con la aplicación requerida [25]. 
 
 
Se tiene el método de integración de Backward Euler (BE) dado como 
¬#x	 = ¬# + ℎ ∙ ¬#x	                                                    (4.69) 
El cual puede reescribirse como 
¬# = ¬#x	 − ℎ ∙ ¬#x	                                                   (4.70) 
De lo anterior, un paso hacia adelante utilizando BE puede interpretarse como un 
paso hacia atrás de valor −ℎ utilizando el Método de Forward Euler (FE). 
 
 
Una manera de implementar BE entonces es comenzar con una estimación de ¬#x	, integrar hacia atrás en el tiempo y luego iterar sobre la condición “inicial” 
desconocida ¬#x	 hasta acertar el valor “final” conocido ¬#. 
 
 
Esta idea puede también extenderse a cualquier algoritmo Runge–Kutta (RK). Los 
métodos resultantes se denominan Backward Runge–Kutta o metodos de Runge–
Kutta hacia atrás, y se abrevian BRK. 
 
 
La interpolación hacia atrás puede aplicarse para generar algoritmos F–estables 
de orden creciente. 
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Un algoritmo F–estable muy conocido es la regla trapezoidal: 
1ª  s¢:     ¬#xvw =  ¬# + }
 ∙ ¬#          
26Ý s¢:     ¬#x	 =  ¬#xvw + ℎ2 ∙ ¬#x	 
Este es un método implícito que puede interpretarse como un método cíclico 
consistente en dos semi–pasos de longitud ℎ 2⁄  usando FE y luego BE. 
 
 
El semi–paso de BE se puede implementar como un paso Runge–Kutta hacia 
atrás (BRK1), iterando sobre la condición “inicial” desconocida ¬#x	 hasta acertar 
el valor “final” conocido ¬#x	 
⁄ . Entonces generalizando la idea usando métodos 
BRK de orden mayor se obtienen algoritmos F-Estables del mismo orden. 
 
 
La implementación de un algoritmo F-estable de orden 4. Se puede implementar 
como sigue: 
 
Se inicia desde #  y se integra hacia adelante con medio hasta #x	 
⁄  usando 
algún método Runge Kutta de cuarto orden (RK4). Se almacena entonces el 
resultado ¬#x	 
⁄Òp|  para reutilizar luego. Luego se estima el valor de ¬#x	 , por 
ejemplo, haciendo ¬#x	 = ¬#x	 
⁄Òp|  , y se integra hacia atrás desde #x	 hasta #x	 
⁄  
con el mismo algoritmo RK4. Se obtiene entonces ¬#x	 
⁄} . Luego se itera sobre el 
estado desconocido ¬#x	, hasta que ¬#x	 
⁄Òp| = ¬#x	 
⁄} . Entonces se utiliza el valor 
final de ¬#x	como condición inicial para el siguiente paso [25]. 
 
 
Es necesario, de todas formas, analizar un poco mejor el proceso de iteración 
mencionado. Para aplicar la iteración de Newton en el algoritmo BI4, se 
selecciona:  
ℱ(¬#x	) =  ¬#x	 
⁄} − ¬#x	 
⁄Òp| = 0.0 
Y resulta: 
 ¬#x	 
⁄Òp| = RK4 +# , # , }
.          
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 ¬#x	· =  ¬#x	 
                           ⁄Òp|  
Ñ'x	· = (( ¬#x	· , #x	)      
        ¬#x	 
⁄}_	 = RK4 A ¬#x	· , #x	, − ℎ2B  
 )	 = (6) − ℎ2 Ñ'x	·        
                            ¬#x		 =  ¬#x	· − )		(¬#x	 
⁄}v −  ¬#x	 
⁄Òp| ) 
 *#x		 = + ¬#x		 −  ¬#x	· +, 
Ñ'x		 = (( ¬#x		 , #x	) 
            ¬#x	 
⁄}_
 = RK4 A ¬#x		 , #x	, − ℎ2B  
)
 = (6) − ℎ2 Ñ'x		   
                                 ¬#x	
 =  ¬#x		 − )
	(¬#x	 
⁄}_
 −  ¬#x	 
⁄Òp| ) 
     *#x	
 = ‖ ¬#x	
 −  ¬#x	
 ‖, 
_. 
El Jacobiano de un modelo lineal es simplemente la matriz de evolución: 
( = ð                                                                    (4.71) 
Por esto, el Jacobiano no necesita recalcularse durante la iteración, y por 
extensión se puede calcular tanto el Jacobiano como el Hessiano al principio del 
paso de integración. 
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ℎ = ∆,    b = W«r o W«`n_Wób ∆⁄ ,                  
Ñ	, Ñ
, Ñ, Ñ 
$ = rs(18, b), $ = rs(18, b)  ñ = ;rs(11,1); 4©©Ñ	 ; 0;  0;  0;  0;  0; − _ .(18,1)
ÑU  
n_`n r W_Wbs n 2 
_| = ¶v/w0/10/v0/00234546w ,   ª = W«r o W«`n_Wób,  W = 0     
 
 ≤ ª 
 
W«r o W«`n_Wób \]	, \]
, \], \]U, 	, 
, ∆, 
« , d9 , dÓ , W = ¯1,2,3,4° . 	
(),  U(), , 4©© , Î	, 
 
$ (: , W) = ð()$(: , W) + ñ Ç = ℎ2  ( , $)                  ^_`_Wób 4.68      Ç = ℎ2   A + ℎ4 , $ + Ç2 B              ÇÊ = ℎ2   A + ℎ4 , $ + Ç2 B             ÇÉ = ℎ2   A + ℎ2 , $ + ÇÊB  $7jß® = $(: , W) + 16 (Ç + Ç + ÇÊ + ÇÉ) 
 = 1,   8 = j$j(18) − ℎ2 ð( + ℎ) $(: ,1) = $7jß® 
Figura 15.  Solución Numérica con algoritmo F-estable 
1 
2 
  
$ , $, ® 
 
53 
 
 
Ç = ℎ2   A + 3ℎ4 , $(: ,1) − Ç2 B              
ÇÊ = ℎ2   A + 3ℎ4 , $(: ,1) − Ç2 B             
ÇÉ = ℎ2   A + ℎ2 , $(: ,1) − ÇÊB   
$ k9® = $(: ,1) − 16 (Ç + Ç + ÇÊ + ÇÉ) $(: ,2) = $(: ,1) − )	I$ k9® − $7jß®K 
 = ‖$(: ,2) − $(: ,1)‖ $(: ,1) = $(: ,2) 
ñ = ;rs(11,1); 4©©Ñ	 ; 0;  0;  0;  0;  0; − _ $(18,1)
ÑU  
Ç = }
  ( + ℎ, $(: ,1))           
  
1  
* ≤ 1^ − 8  
$(: , W + 1) = $(: ,1)  =  + ℎ W = W + 1 
2 
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En la figura 16, se observan las etapas que se deben seguir para la simulación del 
modelo representado por la ecuación 3.66. Después de definir las variables dadas 
por la tabla 3, se procede a calcular los perfiles de los dientes con ayuda de las 
ecuaciones desarrolladas por Wang [14], las cuales se presentan en el diagrama 
de flujo para el perfil del diente figura 2. Una vez que se tienen definidos los 
perfiles de los dientes figura 17 se procede a calcular la rigidez para el 1p escalón 
y el 2Ý© escalón, figura 18, que se calculan como se describe en los diagramas de 
flujo para el cálculo de la rigidez figura 8, el cual internamente usa la función 
deformación por flexión que se describe en la figura 9. Con la rigidez se procede a 
calcular la variación en tiempo discreto de la rigidez para el 1p escalón y el 2Ý© 
escalón figura 18, el cual se describe en el diagrama de flujo función de rigidez 
figura 12. Por último se hace la solución numérica de la ecuación 3.66 con la 
ayuda del algoritmo F-Estable, el cual por definición determina una solución al 
problema si y solo si, este tiene solución única en el tiempo de simulación, lo cual 
se confirmó, tal como se puede observar en figura 19 por la convergencia a las 
velocidades de rotación de los ejes. 
 
 
 
 
 
 
Figura 16. Diagrama de flujo simulación 
\ WbW :Wns ó¢bs n 3 
n_`n ns _rrobos o nrs  Wns o oWb  W¢` 2 
n_`n n :W_Wób b W«r oWs_r o n W¢Wo;  on 1p s_nób 	
(6) ¬ n 2Ý©s_nób U(6)   W¢` 7,  W¢` 8 ,  W¢` 9 ¬  W¢` 10 
rn`_Wób `«éW_ r n¢rW«r ~ − ^sn on «ronr oor r n _`_Wób 3.66   W¢` 14 
bánWsWs o s`nors 
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Figura 17. Perfiles de diente de los engranajes que componen el reductor 
 
 
 
En la figura 17 se representan la forma de los perfiles de diente que componen las 
dos etapas del reductor, como se puede observar en la figura el contacto para el 
juego piñón-rueda inicia en el marcador rojo, punto en el cual se aplica la carga en 
el piñón y la rueda, seguido se determina la rigidez en este punto. Se mueve la 
carga en dirección de las flechas a su próximo punto de aplicación, calculando 
nuevamente la rigidez en este punto y así sucesivamente hasta el fin del contacto. 
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Figura 18. Rigidez y función de rigidez 
 
 
 
Las figuras 18.a y 18.c representa la variación de la rigidez desde el inicio del 
engrane hasta la separación de un par de dientes del primer y segundo escalón 
respectivamente. En las figuras 18.b y 18.c se representa la variación de la rigidez 
con el tiempo para el primer y segundo escalón respectivamente la cual se obtiene 
por superposición como se ilustra en la figura 7. 
57 
 
Figura 19. Velocidad angular de los engranajes. 
 
 
 
En la figura 19 se observa como la simulación del modelo el cual es 
marginalmente estable con el algoritmo F-estable converge a las velocidades de 
rotación de los engranajes (tabla 3). En la figura 19.a se observar como la 
velocidad angular del piñón de entrada converge a la velocidad del motor la cual 
equivale a 175,3 rad/s en la figura 19.b el algoritmo converge a 121,3 rad/s lo cual 
es la velocidad angular del segundo eje y por último en la figura 19.c se observa 
como el algoritmo converge a la velocidad de salida del reductor 69,34 rad/s. 
 
 
En las figura 20 se observa la respuesta dinámica (en el dominio de la frecuencia) 
de la aceleración en la coordenada 	 para engranaje sin falla.  
 
 
En las figura 21 se observa la respuesta dinámica (en el dominio de la frecuencia) 
para la posición en la coordenada 	 para engranaje sin falla. 
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En la figuras 20 y 21 se pueden identificar las frecuencias de engrane del primer 
escalón ( p	) y la frecuencia de engrane del segundo escalón ( p
), además de 
sus respectivos armónicos. 
 
 
Figura 20. Respuesta dinámica acerelación 	 para el reductor sin falla 
 
 
 
Figura 21. Respuesta dinámica en la posición 	 para el reductor sin falla 
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En la figura 22 se observa la respuesta dinámica (en el dominio de la frecuencia) 
de la aceleración en la coordenada 
 para engranaje sin falla.  
 
 
Figura 22. Respuesta dinámica aceleración 
 para el reductor sin falla 
 
 
 
En las figura 23 se observa la respuesta dinámica (en el dominio de la frecuencia) 
de la posición en la coordenada 
 para engranaje sin falla 
 
 
Figura 23. Respuesta dinámica en la posición 
 para el reductor sin falla
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En las figura 24 se observa la respuesta dinámica (en el dominio de la frecuencia) 
de la aceleración en la coordenada  para engranaje sin falla.  
 
 
Figura 24. Respuesta dinámica aceleración  para el reductor sin falla 
 
 
 
En las figura 25 se observa la respuesta dinámica (en el dominio de la frecuencia) 
de la posición en la coordenada  para engranaje sin falla.  
 
 
Figura 25. Respuesta dinámica en la posición  para el reductor sin falla 
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En las figuras 20, 22 y 24 se pueden identificar las frecuencia de engrane  p	 y  p
 
del primer y segundo escalón respectivamente, además de sus armónicos, por 
tanto se puede concluir que la adquisición de una señal proveniente de un 
reductor de velocidades se puede realizar ubicando el acelerómetro en cualquier 
punto, aunque por otro lado, como se puede observar de la comparación de estas 
figuras, se puede concluir que para una buena adquisición de una señal 
proveniente de una pieza del sistema se debe posicionar el acelerómetro lo más 
cerca posible de este componente, por ejemplo en la figura 20 la cual es la señal 
proveniente del eje de entrada en el cual está montado el piñón del primer escalón 
la componente dominante es la frecuencia de engrane  p	  y la frecuencia de 
engrane  p
  se puede identificar pero tiene amplitud muy pequeña lo que hace 
difícil identificarla. En la figura 24 ocurre todo lo contrario y finalmente en la figura 
22, se pueden identificar claramente las frecuencias de engrane del primer y 
segundo escalón, porque en este eje están montados la rueda del primer escalón 
y el piñón del segundo escalón. 
 
 
En las figura 26 se observa la respuesta dinámica (en el dominio de la frecuencia) 
de la aceleración en la coordenada 	 para engranaje con falla.  
 
 
Figura 26. Respuesta dinámica aceleración 	 para el reductor con falla 
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En las figura 27 se observa la respuesta dinámica (en el dominio de la frecuencia) 
de la posición en la coordenada 	 para engranaje con falla.  
 
 
Figura 27. Respuesta dinámica en la posición 	 para el reductor con falla 
 
 
 
En las figura 28 se observa la respuesta dinámica (en el dominio de la frecuencia) 
de la aceleración en la coordenada 
 para engranaje con falla. . 
 
 
Figura 28. Respuesta dinámica aceleración 
 para el reductor con falla 
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En la figura 29 se observa la respuesta dinámica (en el dominio de la frecuencia) 
de la posición en la coordenada 
 para engranaje con falla.  
 
 
Figura 29. Respuesta dinámica en la posición 
 para el reductor con falla 
 
 
 
En las figura 30 se observa la respuesta dinámica (en el dominio de la frecuencia) 
de la aceleración en la coordenada  para engranaje con falla. 
 
 
Figura 30. Respuesta dinámica aceleración  para el reductor con falla 
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En las figura 31 se observa la respuesta dinámica (en el dominio de la frecuencia) 
de la posición en la coordenada  para engranaje con falla.  
 
 
Figura 31. Respuesta dinámica en la posición  para el reductor con falla 
 
 
 
En las figuras de engranaje con falla, se puede observar la aparición de bandas 
laterales alrededor de la frecuencia de engrane  p	 y sus armónicos, a una 
frecuencia  	 = 28 ); la cual corresponde a la velocidad de rotación del eje de 
entrada, eje sobre el cual está montado piñón con falla. 
 
 
4.4  ANÁLISIS DE ENVOLVENTE 
La envolvente de aceleración, o “demodulación”, es una técnica que ayuda a 
determinar la condición del equipo rodante, usada para detectar señales de 
impulsos repetitivos de baja energía comparada con otros componentes del 
equipo vibrante, causando que las frecuencias del engranaje con daño puedan 
estar escondidas en medio de otra frecuencia del sistema, aun cuando el daño sea 
significativo.  Es de aquí, que las amplitudes en las frecuencias del engranaje con 
daño pueden ser bastante bajas cuando se comparan con otras frecuencias del 
equipo. A causa de esto es a veces difícil, si no imposible, detectar la frecuencia 
del engranaje con daño utilizando un espectro de la aceleración [28]. 
 
 
La figura 32 muestra un resumen del análisis de envolvente implementada en la 
señal de las vibraciones mecánicas. Este análisis podría realizarse con filtros de 
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paso de banda o con la transformada de Hilbert, en este trabajo se utiliza la 
transformada de Hilbert. 
 
 
Figura 32.  Análisis de envolvente 
 
 
 
4.4.1  Transformada de Hilbert. La transformada de Hilbert de una señal es una 
nueva señal en el mismo dominio de la señal original. Esta se aplica para dos 
propósitos diferentes, i) para calcular la envolvente, o ii) para crear la así llamada 
señal-analítica.  
 
 
La transformada de Hilbert, =(), de un señal real del tiempo (), dado que existe 
esta señal para los tiempos −∞ <  < ∞ , es una nueva señal del tiempo, de 
valores reales la cual es definida por 
=() = > (`)-( − `) o` =
?
? () ∗ 1-                                                  (4.72) 
donde * denota convolución. La convolución en la ecuación 4.72 corresponde a la 
multiplicación en el dominio de la frecuencia por la transformada de Fourier de 1 -⁄ . Se puede demostrar que esta transformada de Fourier viene dado por 
ℱ 0 1-3 = −Y. s¢b( ) = −Y,   > 0  0,   = 0  Y,   < 0                                               (4.73) 
Señal 
Filtro Pasa Banda 
Detector de Envolvente 
FFT 
Visualización del Espectro 
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donde ℱ denota la transformada de Fourier. 
 
 
La señal-analitica de  (), es definida como una función  ;(), 
;() = () + Y=()                                                                   (4.74)  
La envolvente de la señal () es definida como la magnitud de ;(), es decir, la 
envolvente es definida como [29] 
() = |;()| = @
() + =
()                                                    (4.75) 
 
 
En las figuras 33 y 34 se representa la envolvente (en el dominio de la frecuencia) 
de la respuesta dinámica del piñón de entrada en la coordenada 	 para engranaje 
sin falla y con falla respectivamente. En estas se puede observar la frecuencia de 
engrane del primer y segundo escalón,  p	 y  p
 respectivamente. En ambas figuras 
se puede apreciar que la frecuencia dominante es la frecuencia de engrane del 
segundo escalón, de lo que se puede concluir que la envolvente sirve para 
identificar frecuencias que tienen poco energía en el espectro de Fourier, esto se 
puede confirmar también gracias al hecho que con la envolvente se pudo detectar 
la frecuencia del engranaje con daño en la figura 34, la cual no se pudo detectar en 
la figura 26. 
 
 
Figura 33.  Envolvente engranaje sin falla 
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Figura 34.  Envolvente engranaje con falla 
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5. VALIDACIÓN EXPERIMENTAL 
 
 
Con el fin de observar que tan confiables son los resultados obtenidos se realiza 
un análisis experimental que está enfocado en asegurarse que no halla errores en 
la derivación del modelo matemático o programación. 
 
 
El análisis experimental se realizó en las instalaciones de laboratorio de 
vibraciones mecánicas de la Universidad Tecnológica de Pereira. 
 
 
5.1  DESCRIPCIÓN DEL EQUIPO DE LABORATORIO 
El módulo de análisis de vibraciones mecánicas en ruedas dentadas del 
laboratorio de vibraciones mecánicas de la Universidad Tecnológica de Pereira 
está compuesto de un reductor de velocidades de dos etapas con engranajes 
rectos como los descriptos en la tabla 3, éste se encuentra acoplado a un motor 
de 2 Hp por medio de un acople flexible y a un generador sincrónico por medio de 
un acople semirrígido con el que se simula el efecto de la carga en el sistema. Los 
transductores son acelerómetros piezoeléctricos de 100 g/mV, la adquisición de 
las señales provenientes del acelerómetro se realiza a una frecuencia de muestreo 
de 25 kHz con el módulo de adquisición de datos (DAQ) de alta precisión para 
aplicaciones de sonido y vibraciones de la National Instruments NI9234 el cual 
cuenta con filtro antialiasing integrado. El juego motor-reductor-generador está 
dispuesto sobre una base de aluminio la cual a su vez está montada sobre rieles 
de acero los cuales se encuentran anclados al piso. Con el fin de mitigar los 
efectos de la desalineación, el juego motor-reductor-generador se alineó dentro de 
los rangos permitidos en el eje horizontal y vertical. 
 
 
En la figura 35 se observa el módulo de vibraciones en ruedas dentadas, en esta 
se puede observar el motor acoplado al reductor de velocidades por medio de un 
acople flexible, en el eje de salida del reductor éste se encuentra acoplado por 
medio de un acople semirrígido al generador síncrono. A la izquierda se observa 
un banco de resistencias el cual es para aplicarle carga al generador síncrono y a 
la derecha se observa una fuente de alimentación la cual es para excitar el 
generador. 
 
 
5.1.1  Resultados experimentales 
En la figura 36 se muestra el espectro de Fourier para la señal adquirida en el 
módulo de pruebas de vibraciones mecánicas en ruedas dentadas de la UTP para 
un reductor compuesto de engranaje como los de la tabla 3, a una velocidad de 
giro del motor de 1674 rpm, las cuales fueron adquiridas con acelerómetros 
dispuestos en el eje x y eje y del reductor de velocidades.  
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Figura 35. Módulo de vibraciones en ruedas dentadas 
 
 
 
De acuerdo con la teoría que se presenta en la literatura en un reductor de 
velocidades se deben observar frecuencias de engrane  p, para cada uno de los 
engranajes la cual es equivalente al número de dientes del engrane por la 
frecuencia de giro en min	  de éste, o en Hz  p =  « 60⁄ , además de sus 
armónicos. En la figura 36 se puede observar la frecuencia de engrane  p para los 
engranajes del primer y segundo escalón. La frecuencia de engrane del primer 
escalón es igual a  p	 = 502 ); y su primer armónico 2 p	 = 1004 ); , para los 
engranajes del segundo escalón la frecuencia de engrane es igual a  p
 = 386 ); 
y su primer armonico 2 p
 = 772 );. 
 
 
5.2  DESCRIPCION DE LA BASE DE DATOS 
La base de datos se elaboró en el laboratorio de vibraciones mecánicas en ruedas 
dentadas  de la Universidad Tecnológica de Pereira con un reductor de dos etapas 
(figura 35), el cual cuenta con ocho pares de ruedas dentadas cuatro rectas y 
cuatro helicoidales, con las cuales se formaron seis juegos de transmisiones  con 
las combinaciones que se observan en la tabla 4, las transmisiones uno, dos y tres 
son de dientes rectos y las transmisiones cuatro, cinco y seis de dientes 
helicoidales. 
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Figura 36. Señal experimental
 
 
 
Tabla 4.  Transmisiones que componen la base de datos 
  î î îÊ îÉ 
Transmisión 1 26 18 59 29 
Transmisión 2 26 18 35 20 
Transmisión 3 26 18 30 25 
Transmisión 4 26 18 30 25 
Transmisión 5 26 18 59 29 
Transmisión 6 26 18 35 20 
 
 
En la figura 37 se observa una vista de la disposición de las ruedas del reductor de 
velocidades, en ésta se puede apreciar el eje de entrada sobre el cual va montada 
la rueda conductora uno con 	 dientes, esta rueda transmite la potencia al eje 
dos por medio de la rueda conducida uno que cuenta con 
 dientes, sobre el eje 
dos está dispuesta también la rueda conductora dos con   dientes la cual 
transmite la potencia al eje de salida del reductor por medio de la rueda conducida 
dos que cuenta con U dientes.  
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Figura 37.  Representación esquemática del reductor de velocidades 
 
 
 
Los datos de la señal de vibración se adquirieron con acelerómetros montados en 
el reductor sobre el eje x y eje y con una frecuencia de muestreo de 20 kHz para 
cada acelerómetro durante dos segundos.  
 
 
La base de datos se construyó para el reductor con velocidades de rotación del 
motor de 200, 400, 600, 800, 1000, 1200, 1400, 1600 y 1800 min	, adquiriéndose 
registros de dos segundos por cada condición de operación. Lo anterior se realizó 
para las seis transmisiones con tres  condiciones de operación: 
 
 
• Sin falla. 
• Desalineación. 
• Sin falla con carga. 
 
 
Con el fin de tener una base de datos para reductor con falla se le adicionó una 
falla a un diente de la transmisión 2 en un diente de la rueda de 18 dientes, la cual 
se adquirió para las siguientes condiciones de carga 
 
• Sin carga 
• Con carga 
• Carga variable 
 
72 
 
6. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 
 
 
6.1  CONCLUSIONES 
El presente trabajo de grado se centra en el desarrollo de un modelado 
matemático de ruedas dentadas con falla para el cual se realizó una validación 
experimental. 
 
 
En el desarrollo del trabajo grado se cumplieron los siguientes objetivos: 
 
 
• Se comprobó que es viable desarrollar una metodología para generar 
modelos analíticos aplicados a reductores de dos etapas compuesto por 
engranajes sin falla y con falla, construidos con dientes conjugados de perfil 
de evolvente.  
 
 
• Se obtuvo un modelo matemático para un  reductor de dos etapas con falla 
y sin falla, el cual permite realizar simulaciones para diferentes condiciones 
de carga, características geométricas de los engranajes (modulo, distancia 
entre centros) y velocidades de rotación del eje de entrada. 
 
 
• Se construyó una base de datos compuesta de fallas en los dientes y 
desalineación, con diferentes condiciones de carga y velocidad angular del 
motor que permitirá realizar investigaciones en análisis de vibraciones 
mecánicas para reductores de velocidad. 
 
 
• Se realizó la comparación del comportamiento dinámico del modelo 
analítico en el dominio de la frecuencia con los datos experimentales, con lo 
cual se comprueba que el modelo analítico permite identificar las 
frecuencias de engrane de los engranajes que componen el reductor de 
velocidades. 
 
 
• Se identificó como característica que permite diferenciar entre un reductor 
sin falla y con falla, la aparición de bandas laterales a la frecuencia de giro 
del engranaje con falla alrededor de la frecuencia de engrane de este y sus 
armónicos, las cuales son causadas por la pérdida de rigidez debida a la 
falla.  
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La formulación de un modelo matemático permite estudiar la influencia en las 
vibraciones mecánicas del sistema, por medio del cambio de las características 
geométricas de las ruedas dentadas de un reductor de velocidades, tales como el 
adendum, dedendum, radio de la base del diente, modulo, número de dientes y 
ángulo de presión; posibilitando diseñar reductores de dos etapas que cumplan 
con el propósito deseado (par y velocidad angular de salida) y minimicen las 
vibraciones.  
 
 
Una vez generadas la rigidez de engrane de un par de dientes en contacto (figura 
6) del primer y segundo escalón, se observó que la rigidez entre dos puntos de 
contacto sucesivos ¯6, 6x	° de cada escalón no presenta el mismo diferencial de 
tiempo (Δ = 6x	 − 6) para ambas funciones, con lo que se va acumulado un 
error que hace que la respuesta dinámica del sistema no sea la esperada. Este 
problema se solucionó con una función de regresión polinomial de orden cuatro 
sobre la rigidez de engrane, con el fin de generar la función de variación en el 
tiempo de la rigidez de engrane con el mismo diferencial de tiempo para ambos 
escalones. 
 
 
El par de salida se debe simular como un par cuadrático o un par proporcional, lo 
que se define según el tipo de elemento a la salida del reductor, ya que al tomarlo 
como constante el modelo no converge. 
 
 
Los autovalores del modelo permiten establecer las propiedades cualitativas de la 
solución (sistema estable, marginalmente estable o inestable), además 
proporcionan la selección del método de integración numérica adecuado, 
basándose en la región de estabilidad del método que incluya los autovalores del 
modelo; ya que de otra forma se obtendrían simulaciones dinámicas erróneas del 
modelo. 
 
 
De las simulaciones dinámicas se pudo comprobar que la adquisición con 
acelerómetros de las señales de vibración provenientes del sistema físico se 
deben  realizar ubicando estos lo más cerca posible del elemento a evaluar, ya 
que las componentes de vibración de los elementos se observa a lo largo de todo 
el reductor pero entre más lejos se realice la adquisición de la señal de interés de 
su fuente menor es su amplitud en el dominio de la frecuencia.  
 
 
Los resultados obtenidos son acordes con los de la literatura con lo cual se puede 
comprobar que es posible con un modelo matemático de ruedas dentadas con 
fallas identificar características que permitan valorar la condición mecánica del 
sistema. 
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6.2  APORTES 
En este trabajo de grado se recopilan publicaciones relevantes relacionadas con 
vibraciones en ruedas dentadas. Esta recopilación sirve como soporte a posibles 
investigaciones futuras. 
 
 
Se desarrolló un algoritmo que calcula la variación en el tiempo de la rigidez de 
engrane a partir de la deformación por flexión, deformación de la base del diente y 
deformación por contacto el cual es válido para perfil de envolvente.  
 
 
El efecto de la falla en la rigidez de un par de dientes engranando fue calculado 
con lo cual se pudo observar una reducción de la rigidez proporcional a la falla. 
 
 
Se realizó la simulación dinámica del modelo con la rigidez calculada para los dos 
escalones, y se representó en el dominio de la frecuencia observándose la 
frecuencia de engrane  y sus armónicos para ambos escalones.  
 
 
Se desarrolló una base de datos para ruedas dentadas compuesta de dientes en 
buen estado y con falla en un diente, además de desalineación, para diferentes 
velocidades angulares y condiciones de carga del motor. 
 
 
Se desarrollaron ecuaciones que permiten determinar el radio mínimo donde 
ocurre el contacto sobre el perfil del diente de evolvente en la rueda conductora y 
conducida (ecuaciones 3.21 y 3.23). 
 
 
6.3  RECOMENDACIONES 
Una vez concluido el trabajo de grado, se considera interesante investigar otros 
aspectos relacionados con el modelo y se propone:  
 
 
Adicionar un amortiguador al modelo en la línea de contacto, donde el cálculo de 
la constante de amortiguamiento se toma proporcional a la variación en el tiempo 
de la rigidez de engrane [30, 31].  
 
 
Extender el modelo para simular crecimiento de grietas.  
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Estudiar la influencia de las características geométricas de las ruedas dentadas, 
en las vibraciones producidas por el reductor de velocidades.  
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